
Préparation à l'agrégation interne

A. DA SILVA Séance no 2 Année 2007

E désignera un K−espace vectoriel de dimension �nie n (K = R ou C)

1 Quelques rappels sur la réduction des endomorphismes

Soit f ∈ L(E).
Toutes les dé�nitions/propriétés sur f se transposent au cas matriciel.

Dé�nition 1 (Principales dé�nitions/propriétés)
� On dit que λ ∈ K est une valeur propre de f s'il existe x 6= 0 tel que f(x) = λx.

x est un vecteur propre associé à λ.
� L'ensemble des vecteurs propres associés à λ est un sous espace vectoriel de E noté Eλ.
� Le polynôme caractéristique de f est Pf = det(f −X.IdE)
� λ est valeur propre ⇐⇒ Pf (λ) = 0
� Si λ est valeur propre, alors Pf est de la forme Pf = (λ − X)mλQ(X) où Q(λ) 6= 0. L'entier

mλ est l'ordre de multiplicité de la valeur propre λ.
� f est dit diagonalisable s'il existe une base de E formé de vecteurs propres. Dans cette base

la matrice de f est alors diagonale.

Propriété 2 dim(Eλ) ≤ mλ

Dé�nition 3 (Polynôme d'endomorphisme)
Si P est un polynôme de K[X], avec P (X) =

∑p
k=1 akX

k, on note P (f) l'endomorphisme dé�nie par

P (f) =
p∑

k=1

akf
k où fk = f ◦ f ◦ ...f︸ ︷︷ ︸

k fois

. On notera que l'on a (PQ)(f) = P (f) ◦Q(f)

Théorème 4 (Cayley-Hamilton)
f annule son polynôme caractéristique : Pf (f) = 0L(E)

Propriété 5 Les conditions suivantes sont équivalentes :

� f est diagonalisable

� Pf est scindé sur K et pour tout racine λi (i = 1..p) de Pf on a dim(Eλi
) = mλi

� E =
p⊕

i=1

Eλi

� f annule un polynôme scindé à racines simples.

Dé�nition 6 (Trigonalisation)
f est dit trigonalisable s'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure.

Propriété 7
Si le polynôme caractéristique de f est scindé alors f est trigonalisable.

2 Exercices de révision

Exercice 1 - Diagonalisation/trigonalisation
Diagonaliser ou trigonaliser les matrices suivantes :
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A =

 0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

 B =

 1 4 −2
0 6 −3
−1 4 0

 C =

 2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0


Exercice 2 - Matrices compagnons

Soit a0, a1, . . . , an−1 n éléments de K et M =



0 . . . . . . 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 −an−2

0 . . . 0 1 −an−1


Déterminer PM (X)

Exercice 3 - Diagonalisation simultanée
Soient f ∈ L(E) diagonalisable.

1. Montrer que si V est un sous-espace vectoriel stable par f alors f|V est aussi diagonalisable.

2. En déduire que si g ∈ L(E) est un endomorphisme diagonalisable qui commute avec f (f ◦ g =
g ◦ f), alors f et g sont diagonalisable dans une même base.

3. Soit A et B deux matrices de Mn(K) diagonalisable et telle que AB = BA.
Montrer qu'il existe P ∈ GLn(K) telle que P−1AP et P−1BP soient diagonales.

Exercice 4 - Diagonalisation et sous-espaces stables (- )
Soit f ∈ L(E). Montrer qu'on a les équivalences suivantes :

(i) f est diagonalisable.
(ii) Tout sous-espace de E possède un supplémentaire stable par f .

3 Un peu de topologie sur Mn(K) (- )

Mn(K) étant un espace vectoriel de dimension �nie, toutes les normes y sont équivalentes. Ceci
signi�e que les topologies induites par les normes sont égales et que l'eu peut s'a�ranchir de préciser
la norme utilisée, lorsqu'on parle de convergence, d'adhérence, d'intérieur, etc...
En identi�ant Mn(K) à Kn2

, on a par exemple :

‖A‖1 =
∑
i,j

|ai,j | ‖A‖2 =
√∑

i,j

|ai,j |2 ‖A‖∞ = sup
i,j
|ai,j |

On dé�nit aussi une norme matricielle N subordonnée à une norme ‖.‖ sur Kn en posant :

N(A) = sup
‖X‖=1

‖AX‖

L'étude de ces normes feront l'objet d'exercices pour une autre séance.

Exercice 5 - Densité de GLn(K), K = R ou C (- )

1. Montrer que GLn(K) est un ouvert dense de Mn(K).

2. En déduire que si A et B sont deux matrices de Mn(K), PAB(X) = PBA(X).
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Exercice 6 - Etude topologique de l'ensemble des matrices diagonalisables D(K) (- )
On suppose n ≥ 2 et on commence par un résultat négatif :

D(R) n'est pas dense dans Mn(R)

1. Montrer qu'il existe A ∈ Mn(K) telle que PA(X) = Xn + 1 et Tr(A) = 0 (on pourra penser
aux matrices compagnons...).

2. On va supposer, par l'absurde, que A ∈ D et qu'il existe une suite (Ap) de D convergeant vers
A.

(a) Quelles sont les limites des suites (An
p )p et (tr(Ap))p ?

(b) Soit λp une valeur propre de Ap et Xp un vecteur propre associé. Montrer que

λn
p + 1 −→

p→+∞
0

(c) En raisonnant sur la parité de n, déterminer la limite de (λp)p puis celle de (Tr(Ap))p pour
p → +∞, et aboutir à une contradiction.

On va en fait démontrer en 4. que l'adhérence de D(R) est égal à l'ensemble des matrices
trigonalisables.

? ? ? ? ? ? ? ?

On a par contre le résultat suivant :

D(C) est dense dans Mn(C)

3. Démontrer que si M ∈Mn(C), il existe une suite de matrices trigonales à coe�cients diagonaux
distincts qui converge vers M . Conclure.

? ? ? ? ? ? ? ?

L'adhérence de D(R) est égal à l'ensemble T des matrices trigonalisables.

4. En reprenant le raisonnement fait en 3. pour une matrice M ∈ T , montrer que T ⊂ D(R).
5. Pour démontrer l'inclusion inverse, il su�t de démontrer que T est fermé dans Mn(R) :

(a) Soit ϕ: T → Rn

M 7→ (λ1, λ2, ..., λn)
où les λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn sont les valeurs propres de M

rangées dans l'ordre.
Soit T ∈ T et (Tp)p une suite de T qui tend vers T .
Montrer que l'on peut se ramener au cas où (ϕ(Tp))p est une suite convergente. (on re-
marquera que ‖ϕ(M)‖∞ ≤ ‖M‖ ). On notera (λ1, λ2, ..., λn) la limite de (ϕ(Tp))p.

(b) On note ϕ(Tp) = (λ1,p, λ2,p, ..., λn,p).
Montrer que PT = (X − λ1)(X − λ2)...(X − λn) et conclure.
Attention à l'apparente facilité de cette question....

? ? ? ? ? ? ? ?

Etude de l'intérieur de D(C)

6. Montrer que D(C) n'est pas ouvert dans Mn(C).
7. On note U l'intérieur de D(C) et on va montrer que

U = D1

où D1 est l'ensemble des matrices diagonalisable à spectre simple (toutes les valeurs propres
sont de multiplicité 1).
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(a) Montrer que U ⊂ D1.
Indication : Prendre une matrice diagonalisable ayant au moins une valeur propre double
et montrer qu'elle ne peut pas être dans U

(b) Montrer que D1 est ouvert.

Indication : On pose P (X1, X2, ..., Xn) =
∏
i<j

(Xi − Xj), on prend M ∈ Mn(C) et note

λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn les valeurs propres de M rangées dans l'ordre.

â Montrer que P est un polynôme en σ1, σ2, .., σn, les n polynômes symétriques élémen-
taires de C[X1, X2, ..., Xn]. [On peut admettre ce point qui n'est pas o�ciellement au
programme de l'agrégation interne...]

â Montrer que les σi(λ1, λ2, ..., λn) dépendent polynomialement des coe�cients de M .

â En déduire que ϕ: Mn(C) → C
M 7→

∏
i<j

(λi − λj)
est continue et conclure.

(c) En déduire que U = D1 .
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